
بهینه‌سازی
امقید ن مبانی‌بهینه‌سازی‌

محسن‌هوشمند
هدانشکده‌تکنولوژی‌اطلاعات‌و‌علم‌رایان

ه‌زنجاندانشگاه‌تحصیلات‌تکمیلی‌علوم‌پای



مشتق
𝑓: ℝ → ℝ

مشتق‌مرتبة‌اول
𝑑𝑓

𝑑𝑥
= 𝑓′ 𝑥 = lim

𝜖→0

𝑓 𝑥 + 𝜖 − 𝑓(𝑥)

𝜖
مشتق‌مرتبة‌دوم

𝑑2𝑓

𝑑𝑥2
= 𝑓′′ 𝑥 = lim

𝜖→0

𝑓′ 𝑥 + 𝜖 − 𝑓′(𝑥)

𝜖

قواعد
جمعقاعدة‌

𝑓 𝑥 + 𝑔(𝑥) ′ = 𝑓′(𝑥) + 𝑔′(𝑥)

قاعدة‌ضرب
𝑓 𝑥 𝑔(𝑥) ′ = 𝑓′(𝑥)𝑔 𝑥 + 𝑓(𝑥)𝑔′(𝑥)

قاعدة‌زنجیری
𝑔(𝑓 𝑥 ) ′ = 𝑔′(𝑓(𝑥) )𝑓′(𝑥)

قاعده‌خارج‌قسمت
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)

′

=
𝑓′ 𝑥 𝑔 𝑥 − 𝑓(𝑥)𝑔′(𝑥)

𝑔(𝑥) 2



پیدار‌تیلور

مشتق‌هانمایش‌تابع‌مبتنی‌بر‌جمع‌تعداد‌نامتناهی‌از‌
ارزیابی‌راحت
مشتق‌پذیری

تیلورچندجمله‌ایتعریف‌

:𝑓از‌تابع‌nچندجمله‌ای‌تیلور‌درجه‌ ℝ → ℝدر‌𝑥0عبارت‌است‌از

𝑇𝑛 𝑥 = ෍

𝑘=0

𝑛
𝑓(𝑘)(𝑥0)

𝑘!
(𝑥 − 𝑥0)𝑘

= 𝑓 𝑥0 + 𝑓 1 𝑥0 𝑥 − 𝑥0 +
𝑓(2)(𝑥0)

2
(𝑥 − 𝑥0)2+

𝑓(3)(𝑥0)

6
(𝑥 − 𝑥0)3+ ⋯



پیدار‌تیلور

مشتق‌هانمایش‌تابع‌مبتنی‌بر‌جمع‌تعداد‌نامتناهی‌از‌

تیلورچندجمله‌ایتعریف‌

:𝑓از‌تابع‌nچندجمله‌ای‌تیلور‌درجه‌ ℝ → ℝدر‌𝑥0عبارت‌است‌از

𝑇𝑛 𝑥 = ෍

𝑘=0

𝑛
𝑓(𝑘)(𝑥0)

𝑘!
(𝑥 − 𝑥0)𝑘

= 𝑓 𝑥0 + 𝑓 1 𝑥0 𝑥 − 𝑥0 +
𝑓(2)(𝑥0)

2
(𝑥 − 𝑥0)2+

𝑓(3)(𝑥0)

6
(𝑥 − 𝑥0)3+ ⋯

𝑓(𝑘)(𝑥0)مشتق‌k-اُم‌تابع‌fدر‌نقطه‌𝑥0

𝑓(𝑘)(𝑥0)

𝑘!
ضرائب‌چندجمله‌ای



ادامه-پیدار‌تیلور

پیدار‌مک‌لورن
مورد‌خاصی‌از‌پیدار‌تیلور‌

𝑥0 = 0

𝑓تقریبی‌از‌تابع‌nچندجمله‌ای‌تیلور‌درجه‌
امکان‌چندجمله‌ای‌نبودن‌تابع‌f 

𝑓به‌تابع‌𝑥0شباهت‌تقریب‌تیلور‌در‌همسایگی‌



مثال-پیدار‌تیلور
𝑓 𝑥 = sin 𝑥 + cos 𝑥 ∈ 𝒞∞

𝑥0بسط‌تیلور‌حول‌نقطة‌ = 0

𝑓 0 = sin 0 + cos 0 = 1
𝑓′ 0 = cos 0 − sin 0 = 1



مثال-پیدار‌تیلور
𝑓 𝑥 = sin 𝑥 + cos 𝑥 ∈ 𝒞∞

𝑥0بسط‌تیلور‌حول‌نقطة‌ = 0

𝑓 0 = sin 0 + cos 0 = 1
𝑓′ 0 = cos 0 − sin 0 = 1

𝑓′′ 0 = −sin 0 − cos 0 = −1
𝑓(3) 0 = −cos 0 + sin 0 = −1

𝑓(4) 0 = sin 0 + cos 0 = 𝑓 0 = 1

𝑓(𝑘+4):به‌نظر‌دارای‌الگو 0 = 𝑓(𝑘) 0

𝑥0نقطة‌در‌𝑓پس‌بسط‌پیدار‌تیلور‌ = 0



ادامه-مثال‌-پیدار‌تیلور
𝑓 𝑥 = sin 𝑥 + cos 𝑥 ∈ 𝒞∞

𝑥0بسط‌تیلور‌حول‌نقطة‌ = 0

𝑓 0 = 1, 𝑓′ 0 = 1, 𝑓′′ 0 = −1, 𝑓 3 0 = −1, 𝑓(4) 0 = 1

𝑥0نقطة‌در‌𝑓پس‌بسط‌پیدار‌تیلور‌ = 0

𝑇∞ 𝑥 = ෍

𝑘=0

∞
𝑓(𝑘)(𝑥0)

𝑘!
(𝑥 − 𝑥0)𝑘

= 1 + 𝑥 −
1

2!
𝑥2 −

1

3!
𝑥3 +

1

4!
𝑥4 +

1

5!
𝑥5 − ⋯

= 1 −
1

2!
𝑥2 +

1

4!
𝑥4 ∓ ⋯ + 𝑥 −

1

3!
𝑥3 +

1

5!
𝑥5 ∓ ⋯  

= ෍

𝑘=0

∞

(−1)𝑘
1

2𝑘 !
𝑥2𝑘 + ෍

𝑘=0

∞

(−1)𝑘
1

2𝑘 + 1 !
𝑥2𝑘+1

= cos(𝑥) + sin(𝑥)



ادامه-مثال‌-پیدار‌تیلور



ادامه-پیدار‌تیلور

پیدار‌تیلور‌نمونة‌خاصی‌از‌پیدارهای‌توانی

𝑓 𝑥 = ෍

𝑘=0

∞

𝑎𝑘(𝑥 − 𝑐)𝑘

𝑎𝑘ضرائب

𝑐ثبات



تقریب-پیدار‌تیلور‌

𝑓 𝒙 ≈ 𝑓 𝒙𝟎 + 𝛻𝑥𝑓 𝒙0 𝒙 − 𝒙𝟎



گرادیان–مشتق‌تابع‌چند‌متغیره‌

مشتق‌پذیری‌درجه‌اول

پیوستگی

𝛻𝑓(𝑥) =

𝜕𝑓

𝜕𝑥۱
⋮

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑛

𝑓: ℝ𝑛 → ℝ
𝒙 → 𝑓 𝒙

𝒙 = 𝑥۱, 𝑥۲, . . . , 𝑥𝑛
𝑇

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
= حــد

𝜖→∞

𝑓 𝑥۱, … , 𝑥𝑖−۱, 𝑥𝑖 + 𝜖, 𝑥𝑖+۱, … , 𝑥𝑛 − 𝑓 𝑥۱, … , 𝑥𝑖−۱, 𝑥𝑖 , 𝑥𝑖+۱, … , 𝑥𝑛

𝜖

= حــد
𝜖→∞

𝑓 𝒙 + 𝜖𝒆𝒊 − 𝑓 𝒙

𝜖



قاعده‌زنجیری

𝑓: ℝ۲ → ℝ

𝒙 = 𝑥۱,𝑥۲
𝑇

x۱و‌x۲هر‌دو‌تابعی‌از‌𝑡

:𝑡نسبت‌به‌𝑓گرادیان‌

𝑑𝑓

𝑑𝑡
=

𝜕𝑓

𝜕𝑥۱

𝜕𝑓

𝜕𝑥۲

𝜕𝑥۱(𝑡)

𝜕𝑡
𝜕𝑥۲(𝑡)

𝜕𝑡

=
𝜕𝑓

𝜕𝑥۱

𝜕𝑥۱(𝑡)

𝜕𝑡
+

𝜕𝑓

𝜕𝑥۲

𝜕𝑥۲(𝑡)

𝜕𝑡



𝑓 𝑥۱, 𝑥۲ = 𝑥۱
۲ + ۲𝑥۲

𝑥۱ = 𝑠𝑖𝑛𝑡

𝑥۲ = cos 𝑡 

ادامه-قاعده‌زنجیری‌

𝑑𝑓

𝑑𝑡
=

𝜕𝑓

𝜕𝑥۱

𝑑𝑥۱
𝑑𝑡

+
𝜕𝑓

𝜕𝑥۲

𝑑𝑥۲
𝑑𝑡

= ۲ sin 𝑡𝑐𝑜𝑠 𝑡 − ۲ sin 𝑡



ادامه-قاعده‌زنجیری‌

𝑓: ℝ2 → ℝ

𝒙 = 𝑥1,𝑥2
𝑇

sو‌tدو‌متغیر‌هر‌دو‌تابعی‌از‌x۲و‌x۱گر‌ا

𝜕𝑓

𝜕𝑠
=

𝜕𝑓

𝜕𝑥۱

𝜕𝑥۱(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑠
+

𝜕𝑓

𝜕𝑥۲

𝜕𝑥۲(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑠
𝜕𝑓

𝜕𝑡
=

𝜕𝑓

𝜕𝑥۱

𝜕𝑥۱(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑡
+

𝜕𝑓

𝜕𝑥۲

𝜕𝑥۲(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑡

𝜕𝑓

𝜕(𝑠, 𝑡)
=

𝜕𝑓

𝜕𝑥۱

𝜕𝑓

𝜕𝑥۲

𝜕𝑥۱(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑠

𝜕𝑥۱(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑡
𝜕𝑥۲(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑠

𝜕𝑥۲(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑡



ویژگی‌های‌مفید‌جهت‌محاسبة‌گرادیان

Wمتقارن:



ماتریس‌هسی-متغیرهمشتق‌تابع‌چند‌

مشتق‌دوم

ماتریس‌هسی

مشتق‌پذیری‌مرتبه‌دوم

𝛻۲𝑓 𝒙 =

𝜕۲𝑓

𝜕𝑥۱
۲

𝜕۲𝑓

𝜕𝑥۱𝜕𝑥۲
⋯

𝜕۲𝑓

𝜕𝑥۱𝜕𝑥𝑛

𝜕۲𝑓

𝜕𝑥۲𝜕𝑥۱

𝜕۲𝑓

𝜕𝑥۲
۲

⋯
𝜕۲𝑓

𝜕𝑥۲𝜕𝑥𝑛

⋮ ⋱ ⋮

𝜕۲𝑓

𝜕𝑥𝑛𝜕𝑥۱

𝜕۲𝑓

𝜕𝑥𝑛𝜕𝑥۲
⋯

𝜕۲𝑓

𝜕𝑥𝑛
۲

𝜕۲𝑓

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
=

𝜕۲𝑓

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑖



پیدار‌تیلور‌چندمتغیره

𝑓: ℝ𝑛 → ℝ

𝒙 → 𝑓 𝒙 , 𝒙 ∈ ℝ𝑛

𝒙0هموار‌در‌همسایگی‌

𝜹 = 𝒙 − 𝒙0

𝐷𝒙
𝑘  𝑓 𝒙0مشتق‌𝑘-اُم‌fنسبت‌به‌𝒙

𝐷𝒙
𝑘  𝑓 𝒙0و‌𝜹𝑘هر‌دو‌تنسور‌درجة‌k-اُم

𝑓 𝒙 = ෍

𝑘=0

∞
𝐷𝒙

𝑘  𝑓(𝒙0)

𝑘!
𝜹𝑘



پیدار‌تیلور‌چندمتغیره

𝑓: ℝ𝑛 → ℝ

𝒙 → 𝑓 𝒙 , 𝒙 ∈ ℝ𝑛

𝒙0هموار‌در‌همسایگی‌

𝜹 = 𝒙 − 𝒙0

𝐷𝒙
𝑘  𝑓 𝒙0مشتق‌𝑘-اُم‌fنسبت‌به‌𝒙

𝐷𝒙
𝑘  𝑓 𝒙0و‌𝜹𝑘هر‌دو‌تنسور‌درجة‌k-اُم

𝑓 𝑥 = ෍

𝑘=0

∞
𝐷𝒙

𝑘  𝑓(𝒙0)

𝑘!
𝜹𝑘



پیدار‌تیلور‌چندمتغیره

𝐷𝒙
𝑘  𝑓 𝒙0 𝜹𝑘 = σ𝑖1

𝐷 … σ𝑖𝑘

𝐷 𝐷𝒙
𝑘  𝑓 𝒙0 [𝑖1, … , 𝑖𝑘] 𝛿[𝑖1] … 𝛿[𝑖𝑘]



مثال-پیدار‌تیلور‌چندمتغیره‌

𝑓 𝑥۱, 𝑥۲ = 𝑥۱۲ + ۲𝑥۱𝑥۲ + 𝑥۲۳

𝒙0 = (۱, ۲)

𝑓 ۱, ۲ = ۱۳
𝜕𝑓

𝜕𝑥۱
= ۲𝑥۱ + ۲𝑥۲ = ۶

𝜕𝑓

𝜕𝑥۲
= ۲𝑥۱ + ۳𝑥۲

۲ = ۱۴

𝐷𝑥۱,𝑥۲
۱  𝑓 𝒙0 = 𝛻𝑥,𝑦𝑓 𝒙0 =

𝜕𝑓

𝜕𝑥۱
𝜕𝑓

𝜕𝑥۲
= ۶ ۱۴ ∈ ℝ۱×۲ 

𝐷𝑥۱,𝑥۲
۱ 𝑓 𝒙0

۱!
𝜹 = ۶ ۱۴

𝑥۱ − ۱
𝑥۲ − ۲ = ۶ 𝑥۱ − ۱ + ۱۴ 𝑥۲ − ۲  



مثال-پیدار‌تیلور‌چندمتغیره‌

𝑓 𝑥۱, 𝑥۲ = 𝑥۱۲ + ۲𝑥۱𝑥۲ + 𝑥۲۳

𝒙0 = (۱, ۲)

𝑓 ۱, ۲ = ۱۳ 𝐻 =

𝜕۲𝑓

𝜕𝑥۱
۲

𝜕۲𝑓

𝜕𝑥۱𝜕𝑥۲

𝜕۲𝑓

𝜕𝑥۲𝜕𝑥۱

𝜕۲𝑓

𝜕𝑥۲
۲

=
۲ ۲

۲ ۶𝑥۲
=

۲ ۲

۲ ۱۲
∈ ℝ۲×۲

𝐷𝑥۱,𝑥۲
۲ 𝑓 𝒙0

۲!
𝜹۲ =

۱

۲
𝜹𝑇𝐻𝜹

=
۱

۲
𝑥۱ − ۱ 𝑥۲ − ۲ ۲ ۲

۲ ۱۲

𝑥۱ − ۱

𝑥۲ − ۲

= 𝑥۱ − ۱
۲

+ ۲ 𝑥۱ − ۱ 𝑥۲ − ۲ + ۶ 𝑥۲ − ۲
۲



مثال-پیدار‌تیلور‌چندمتغیره‌

𝑓 𝑥۱, 𝑥۲ = 𝑥۱۲ + ۲𝑥۱𝑥۲ + 𝑥۲۳

𝒙0 = (۱, ۲)

𝑓 ۱, ۲ = ۱۳

𝐷𝑥۱,𝑥۲
۳ 𝑓 =

𝜕𝐻

𝜕𝑥۱

𝜕𝐻

𝜕𝑥۲
∈ ℝ۲×۲×۲

𝜕𝐻

𝜕𝑥۱ 
=

𝜕۳𝑓

𝜕𝑥۱
۳

𝜕۳𝑓

𝜕𝑥۱
۲𝜕𝑥۲

𝜕۳𝑓

𝜕𝑥۱𝜕𝑥۲𝜕𝑥۱

𝜕۳𝑓

𝜕𝑥۱𝜕𝑥۲
۲

=
0 0
0 0

𝜕𝐻

𝜕𝑥۲
=

𝜕۳𝑓

𝜕𝑥۱
۳

𝜕۳𝑓

𝜕𝑥۱
۲𝜕𝑥۲

𝜕۳𝑓

𝜕𝑥۱𝜕𝑥۲𝜕𝑥۱

𝜕۳𝑓

𝜕𝑥۱𝜕𝑥۲
۲

=
0 0
0 ۶

𝐷𝑥۱,𝑥۲
۳ 𝑓 𝒙0

۳!
𝜹۳ = 𝑥۲ − ۲

۳



مثال-پیدار‌تیلور‌چندمتغیره‌
𝑓 𝑥۱, 𝑥۲ = 𝑥۱۲ + ۲𝑥۱𝑥۲ + 𝑥۱𝑥۲۳

𝒙0 = (۱, ۲)

𝑓 ۱, ۲ = ۱۳

𝑓 𝑥 = ۱۳ + ۶ 𝑥۱ − ۱ + ۱۴ 𝑥۲ − ۲ + 𝑥۱ − ۱ ۲ + ۲ 𝑥۱ − ۱ 𝑥۲ − ۲ + ۶ 𝑥۲ − ۲ ۲

+ 𝑥۲ − ۲ ۳



خط‌مماس‌بر‌منحنی

خط‌مماس‌بر‌خم‌صفحه‌ای‌در‌نقطة‌معین

صرفا‌لمس‌منحنی‌در‌آن‌نقطه



نسبت‌خط‌و‌دایره



مماس‌در‌تابع‌تک‌متغیره

𝑦 = 𝑓(𝑥)

𝑠فرض‌مماس‌بر‌منحنی‌در‌نقطة‌
خط‌راست‌گذرنده‌از‌(𝑠,𝑓(𝑠)) که‌آن‌خم‌را‌قطع‌نمی‌کند
شیبی‌برابر‌𝑓’(𝑠)

𝑓’مشتق‌𝑓



متغیرهدو‌مماس‌در‌تابع‌



متغیرهدو‌مماس‌در‌تابع‌

صفحه‌مماس‌بر‌نقطة‌خاص



متغیرهدو‌مماس‌در‌تابع‌

صفحه‌مماس‌بر‌نقطة‌خاص

چند‌خط‌مماس‌بر‌هر‌نقطه؟



متغیرهدو‌مماس‌در‌تابع‌

صفحه‌مماس‌بر‌نقطة‌خاص

چند‌خط‌مماس‌بر‌هر‌نقطه؟
بی‌نهایت



متغیرهدو‌مماس‌در‌تابع‌

صفحه‌مماس‌بر‌نقطة‌خاص

چند‌خط‌مماس‌بر‌هر‌نقطه؟
بی‌نهایت

مشتق‌جزئی‌
انتخاب‌یکی‌از‌این‌خطوط‌و‌یافتن‌شیب‌در‌راستای‌آن‌خط‌منتخب



𝑧 =  𝑥۲ +  𝑥𝑦 +  𝑦۲



مشتق‌های‌جهت‌دار

اندازه‌گیری‌حساسیت‌به‌تغییرِ‌مقدار‌تابع‌با‌توجه‌به‌تغییر‌ورودی:‌مشتق

xدر‌نقطه‌pسرعت‌لحظه‌ای‌تغییرات‌تابع‌در‌راستای‌بردار‌:‌مشتق‌های‌جهت‌دار

تعمیم‌مشتق‌های‌جزیی‌
مشتق‌های‌جهت‌دار‌در‌راستای‌هر‌محور
نمایش‌با‌بردارها

بردار‌واحد

متغیرها‌(‌ابرصفحة)روی‌صفحه‌



مشتق‌های‌جهت‌دار

𝒙 ∈ ℝ𝑛

𝒑 ∈ ℝ𝑛

𝑓: ℝ𝑛 → ℝ

𝐷(𝑓 𝒙 ; 𝒑) ≝ lim
𝜖→0

𝑓 𝒙 + 𝜖𝒑 − 𝑓(𝒙)

𝜖



گرادیان‌و‌مشتق‌جهت‌دار



گرادیان‌و‌مشتق‌جهت‌دار



گرادیان‌و‌مشتق‌جهت‌دار

𝒑 = 𝑝0, 𝑝۱

𝒑 = ۱

𝑙 = 𝑎 + 𝑝0𝑡, 𝑏 + 𝑝۱𝑡 , 𝑡 ∈ ℝ

𝑥 = 𝑎 + 𝑝0𝑡

𝑦 = 𝑏 + 𝑝۱𝑡

𝑡 =
𝑥−𝑎

𝑝0
⟹ 𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑐



گرادیان‌و‌مشتق‌جهت‌دار
𝑓 𝑎 + 𝑝0𝑡, 𝑏 + 𝑝۱𝑡 ⟺

𝑥 = 𝑎 + 𝑝0𝑡 
𝑦 = 𝑏 + 𝑝۱𝑡

⟺ 𝑡

𝐷 𝑓 𝑎, 𝑏 ; 𝒑 =
𝑑𝑓

𝑑𝑡
|𝑡=0

استفاده‌از‌قاعدة‌زنجیری

𝑑𝑓

𝑑𝑡
=

𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+

𝜕𝑓

𝜕𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑡

=
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑝0 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑝۱

=(
𝜕𝑓

𝜕𝑥
,

𝜕𝑓

𝜕𝑦
). (𝑝0, 𝑝۱)

= 𝛻𝑓(𝑎, 𝑏). 𝒑



گرادیان‌و‌مشتق‌جهت‌دار

𝐷 𝑓 𝑎, 𝑏 ; 𝒑 = 𝛻𝑓(𝑎, 𝑏). 𝒑

𝛻𝑓(𝑎, 𝑏)=(
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑎, 𝑏),

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑎, 𝑏))



گرادیان‌و‌مشتق‌جهت‌دار

𝒖. 𝒗 = 𝒖 𝒗 𝑐𝑜𝑠𝜃

ضرب‌داخلی‌دو‌بردار‌عمود‌بر‌هم‌برابر‌صفر



گرادیان‌و‌مشتق‌جهت‌دار

𝐷 𝑓 𝑎, 𝑏 ; 𝒑 = 𝛻𝑓 𝑎, 𝑏 . 𝒑

= 𝛻𝑓 𝒑 𝑐𝑜𝑠𝜃

= 𝛻𝑓 𝑐𝑜𝑠𝜃

−۱ ≤ 𝑐𝑜𝑠𝜃 ≤ ۱

𝑐𝑜𝑠𝜃 = ۱ ⟹ 𝐷 𝑓; 𝒑 اندازه بیشینه = 𝛻𝑓

𝑐𝑜𝑠𝜃 = −۱ ⟹ 𝐷 𝑓; 𝒑 اندازه کمینه = − 𝛻𝑓



نزول‌بیشترین‌جهت‌
در‌راستای‌−𝛻𝑓

صعودبیشترین‌جهت‌
در‌راستای‌𝛻𝑓

𝛻𝑓و‌pهم‌جهت

گرادیان‌و‌مشتق‌جهت‌دار



𝛻𝑓همیشه‌عمود‌بر‌تراز
بردار‌گرادیان‌دو‌بعدی‌است

گرادیان‌و‌مشتق‌جهت‌دار



𝛻𝑓همیشه‌عمود‌بر‌تراز
بردار‌گرادیان‌دو‌بعدی‌است

گرادیان‌و‌مشتق‌جهت‌دار



𝛻𝑓همیشه‌عمود‌بر‌تراز
بردار‌گرادیان‌دو‌بعدی‌است

 𝛻𝑓=(
𝜕𝑓

𝜕𝑥
,

𝜕𝑓

𝜕𝑦
, 0)

 𝑧 = 𝑐
شتقم

0,0, ۱

 ⟹ (
𝜕𝑓

𝜕𝑥
,

𝜕𝑓

𝜕𝑦
, 0). 0,0, ۱ =0

گرادیان‌و‌مشتق‌جهت‌دار



𝛻𝑓−:‌بیش‌سرعت‌نزول

گرادیان‌و‌مشتق‌جهت‌دار



منابع

[دایزن‌روث]

[نازه‌دل]

Rhonda Hughes
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